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Esercitazione 5

Esercizio 1 Dire se esiste N € N tale che
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Esercizio 2 Discutere il carattere delle seguenti serie a termini positivi
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Esercizio 3 Studiare la convergenza assoluta delle seguenti serie
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Tali serie convergono semplicemente?

Esercizio 4 Discutere, al variare di « € R la convergenza semplice e assoluta delle seguenti serie
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Esercizio 5 Discutere al variare del parametro a € R il carattere delle seguenti serie
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Esercizio 6 Siano ) a, e ) b, convergenti, con a, > 0,b, > 0 per ogni n. Dimostrare che

Z anb, < 400.
n



Esercizio 7 Trovare due serie Zn a, € Zn b, convergenti, con a, > 0,b, > 0 per ogni n, e tali che

Zanbn< Zan an
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Esercizio 8 Sia a,, > 0 per ogni n. Dire se ¢ vero che ) (a,)® convergente = > a, convergente.

Esercizio 9 i. Dimostrare la disuguaglianza
Lo oo o
eyl < 5@ +y7) Va,y € R.

ii. Utilizzando i., dimostrare che se le serie Y, (a,)? e >_,,(bn)? sono convergenti, allora anche la serie >, a,by,
& convergente.

Esercizio 10 Provare che se la serie a termini positivi ), a, € convergente, allora lo & la serie
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Esercizio 11 Date {a,} una successione infinitesima e ), b, una serie assolutamente convergente, provare che
la serie ), anby, € una serie convergente.
Esercizio 12 Trovare una successione non monotona ay, con a, > 0 per ogni n, tale che la serie ) | a, converga.

Esercizio 13 Sia {aj} una successione. Supponiamo che
+00 +oo
Zak:SER e che Z]ak]:—FOO.
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Allora necessariamente si ha
+oco 400
+ _ - _
g a, =+o00 e g a;, = +00,
k=1 k=1

dove a; e a; sono rispettivamente la parte positiva e la parte negativa di ag, cosi definite: se x € R allora
2t = max{z,0} e 2~ = max{—z,0}. E facile vedere che 2 = 2t — 2~ e |z| = 2T + z~.

Esercizio 14 Sia a, decrescente e infinitesima. Allora, essendo agn+1 < ap < agn per ogni k tale che 2" < k <
27+1 " dedurre che le due serie Y oo ar e > oo 2"agn hanno lo stesso carattere.

Esercizio 15 Utilizzando Desercizio precedente dedurre che la serie > ;2 k;% converge se a > 1 e diverge
positivamente se o < 1.

Esercizio 16 Trovare due successioni ay, b,, con a, > 0,b, > 0 tali che

) 00 0
S = soe Shmtoo S minfuntu) < o
n=0 n=0 n=0



Esercizio 17 Sia {ay }nen una successione.
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1. Se {an}nen € infinitesima, allora Zak converge;
k=1
+0o0
2. Se Zak converge, allora {|a,|™ },en ¢ infinitesima;
k=1
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3. Se Z |ag| converge, allora esiste 0 < a < 1 tale che definitivamente |a,| < a™;
k=1
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4. Se Z ap converge assolutamente, allora Z az converge assolutamente.
k=1 k=1
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Esercizio 18 Sia {ay },en una successione, e ricordiamo che g;"i % = 400, :;X{ ( k) converge.
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1. Se Zak converge, allora E G4} CONVErge;
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2. Se Z lax| converge, allora g a9) converge;
k=1 k=1
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3. Se Z |agk| converge, allora Z aj converge;
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4. Se Zagk e E agi+1 convergono, allora E ajp converge.
k=1 k=0 k=1
Esercizio 19 Sia {ay}nen una successione e sia S, = 22:1 a, per ogni n € N l'elemento ennessimo della

corrispondente successione delle somme parziali.
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1. E aj, converge se e solo se Sp4+1 — S, — 0 per n — +0o0;
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2. SeVe>03ImeN: |S,ip — Sn| <e perognin>m, heN, allora Zak converge;
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3. Se S, & limitata superiormente, allora E ay, converge assolutamente;
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4. Se S,
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monotona decrescente e E ay, converge, allora converge assolutamente.
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Esercizio 20 Sia {ay},en una successione positiva (ossia a,, > 0 per ogni n € N).

1
1. Se esiste una sottosucessione {ay, } tale che nll)rfoo aj. =2, allora Z;ﬁ ap = +00;

. . . Ak +1
2. Se esiste una sottosucessione {ay, } tale che hril ¥l — 9 allora 2025 ay, = +00;
n——+0o0o a’kn

1 1
3. Se per ogni sottosucessione {ag, } si ha lir}rl ap = 3 allora > aj, converge;
n—-+0o0o

1
4. Se per ogni n € N si ha a5y < 1, allora Zﬁf{ aj, converge.
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